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Abstract— In this presentation, we take bifurcation analysis in a mathematical model of serotonin hypoth-
esis, which explains pathogeny of major depression. We clarify bifurcation parameter which causes imperfect
supercritical pitch-fork bifurcation analytically.

1. 緒言
近年先進諸国において，精神疾患罹患者数が増加の

一途をたどっており，政策・生活指針・創薬などの設
計提案のために病因理解が急務となっている．
精神疾患の一つであるうつ病の分子生物学的な病因

を説明する理論にセロトニン仮説がある．脳幹にある
（内側/背側）縫線核セロトニン神経は脳全体に投射す
ることで情動状態を調整していると考えられており，セ
ロトニン仮説はうつ病の病因をこのセロトニン神経の
失調と考える理論である [3]．
近年，このセロトニン神経の特性を理解するために，

数理モデルを用いたアプローチが幾つか行われている
[1, 2, 5]．
Yanoらはこれまでセロトニン神経の数理モデルを構

築し，この解析から得た特性に関して薬理実験により
検証を行うことで，これを支持する結果を得てきた [5]．
妥当なモデルは，システムの理解や制御の性能を高め
るために必要である．モデルの妥当性を更に検証する
ためには，より多様な観点でモデルを解析し，生物学
的に検証可能な実験系を設計していくことが必要であ
ろう．
さて，上記の解析は，揺動に対する緩和過程の特徴

についての解析，及び，ある薬剤の投薬によってその
緩和過程の特徴が受ける影響についての解析であった
[5, 7]．これとは別の観点からの解析として，これまで
Yanoらは数値計算によるモデルの安定性解析を行い，
不完全型の超臨界 Pitch-Fork分岐が発生することを示
唆している [9]．
本稿では，この不完全超臨界 Pitch-Fork分岐を発生

する分岐パラメータを解析的に導出することを試みる．

2. モデル概要
本研究で用いるセロトニン神経の形態は，Stahlらに

よりまとめられた描像 [6] に依拠する (Fig.1)．
モデルでは細胞内外のセロトニン量を合算して S と

し，細胞外放出率を rとする．細胞外に放出されたセ
ロトニン量 rSは，自己受容体への投射 rautorSと後部
神経受容体への投射 rpostrSに割り振られる．自己受容
体Rautoが受けとる刺激 Iauto(∝ rautorSRauto)はセロ
トニン保有量 S を減少させ，また細胞外放出率 rも減
少させることが知られている．また，セロトニンと受
容体の結合能を κとする．
以上をまとめると，式（1）のようになる．

auto

: セロトニン  S(t)

: 後部神経受容体 postR      (t): 自己受容体 R      (t)

自己抑制 後部神経
rauto × rS

rpost × rS

postI       (t)

autoI       (t)

Fig.1 セロトニン神経の形態の描像．図上部に，本文中
で説明した幾つかの主要な変数について記した．



Iauto(t) = κrautor(t)S(t)Rauto(t)

Ipost(t) = κrautor(t)S(t)Rpost(t)

rauto + rpost = 1

r0(Iauto) = λ+ 1−λ
1+exp(ζ(Iauto−I0))

(1)

ここで ζ > 0とし，r0 は Iauto について単調減少する
関数である．
さて，Iautoや Ipostのような受容体の受けとる刺激が

大きい（小さい）場合，刺激が一定になるよう，細胞膜
上の受容体発現量を downregulation(upregulation)に
より調整する [3]．すなわち，Rauto が

lim
t→∞

Rauto(t) →
H

κrautor(∞)S(∞)
(2)

と収束するようなダイナミクスに従えば

lim
t→∞

Iauto → H (3)

となるので適切である．しかし，ここで

dRauto

dt
∝ H

κrautor(t)S(t)
−Rauto(t) (4)

とすると，rauto → 0，S → 0の極限でRautoが発散す
る．これを上に有界関な数でおさえ，Yanoらは変数の
ダイナミクスを式（5）のように表現している [5]．
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

dr
dt = γr(rr/nr0(Iauto)− r)

dS
dt = γS(S+ − γdIauto − S)

dRauto

dt = γR

(
1

1+exp(−η( H
κrautor(t)S(t)

−ξ))
−Rauto

)
dRpost

dt = γR

(
1

1+exp(−η( H
κrpostr(t)S(t)

−ξ))
−Rpost

)
.

(5)

rr/nは，細胞外への放出を促す外部入力の有無である．
Fig. 5から分かるように，適切な η, ξを選ぶことで，

式（5）の下から２式は式（4）と似たような挙動を示す．

Fig.2 y = xに似た有界関数として y = 1
1+exp(η(x−ξ))

を選ぶ．

また，以上の影響により，式 (3)は，微小な関数 ϵ1, ϵ2
を用いて

lim
t→∞

Iauto → H+ ϵ1(Rauto(∞)) (6)

lim
t→∞

Ipost → H+ ϵ2(Rpost(∞)) (7)

と補正される．

3. 解析
式（5）の

1

γR

dRauto

dt
=

1

1 + exp(−η( H
κrautor(t)S(t) − ξ))

−Rauto

に着目する．Rauto の安定点は，

Rauto(∞) =
1

1 + exp(−η( H
κrautor(∞)S(∞) − ξ))

(8)

である．見易さのため Iauto(∞) を I∞ と表記し，
Rauto(∞)を R∞ と表記すると，式（8）の右辺は

R∞ =
1

1 + exp(−η(HR∞
I∞

− ξ))
(9)

に帰着する．解析の簡単のために HR∞
I∞

− ξ = X と変
数変換し，さらに式（6）を加味することで

(1− ϵ1
H
)(X + ξ) =

1

1 + exp(−ηX)
(10)

という self consistentな方程式が導かれる．
この式を (ξ, η) = (0.5, 4−4ϵ1/H)近傍で考える．する

とX = 0において，Y = 1/(1+exp(−(4−4ϵ1/H)X))
と Y = (1 − ϵ1/H)(X + 0.5)が接することから，η =
(4−4ϵ1/H)で完全型の超臨界Pitch-Fork分岐が発生す
ることが分かる．（分岐点近傍ではR∞が中心多様体上
に在り，ϵ1(R∞)を定数として扱えることに注意する．）
式 (10)の左辺を展開すると

X +
(H− ϵ1)ξ

H
− ϵ1

(S+ − γdI∞)−1

κrauto(rr/nr0(I∞))
(11)

であり，分岐点近傍で ϵ1(R∞)が定数として扱えること
から第２項以降は定数項として扱うことができる．こ
れらは Fig. 3において，Y = X + bの bを決める切片
として働く．

Fig.3 式 (10) における，分岐点 (ξ, η) = (0.5, 4 −
4ϵ1/H)近傍の様子．

Fig.3から，ηが閾値を越えると，平衡点が分岐する
ことが分かる．この分岐は完全型超臨界 Pitch-Fork分
岐である．また，ηが閾値を越えた状態で，式 (11)の
切片 (第２項以降)を構成するパラメータを操作するこ
とで，不完全超臨界 Pitch-Fork分岐を発生させること
ができる (Fig. 4：κについての例).
以上から，η あるいは切片項を構成するパラメータ

が分岐パラメータであることが示された．

4. 結言
本研究はうつ病に関する最も古い仮説の一つである

セロトニン仮説について，これまで開発されてきた数
理モデルを用い，その分岐パラメータの解析を行った．
本解析により，本モデルが不完全型超臨界Pitch-Fork

分岐を引き起こす主な分岐パラメータを明らかにした．
また，このことを数値計算により確かめた．式 (11)は
分岐点近傍でTaylor展開を用いて解析でき [4]，より精
確なパラメータを導出したい場合はそのような手法が
考えられる．
本解析結果の生物学的検証方法としては，細胞膜上

の自己受容体発現量あるいは後部神経受容体発現量を
観測量とし，分岐パラメータを調整するような薬剤を
用いた薬理実験が考えられる．例えば κはリガンド―
受容体の結合能に相当し，これを薬理投与によってあ
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Fig.4 η が閾値以上の場合に，κを徐々に大きくした場合．

る範囲で動かすことで，受容体発現量の分布が”単峰性
→双峰性→単峰性”のような特徴をもって観測されるこ
とが予想される．

生物学実験の多くでは，研究対象の生物システムが
どのような挙動をとり得るかについて網羅的に実験す
ることが難しく，システムバイオロジーや数理生物学
のような数学を用いたアプローチが行われるようになっ
ている．今回明らかにした分岐現象はシステムの構成
要素の相互作用強度の調整を考慮して初めて分かるも
のであり，こういった現象を明確に把握できる点はモ
デルを用いた研究の利点である．

うつ病は複数の因子によって発生しており，生物学
的因子以外にも社会的因子や心理的因子など様々なも
のの理解が必要であると考えられている [8]．社会的・
心理的因子に関する理論的な研究は困難を極めること
が予想されるが，今後，本研究のような分子生物学的
な因子以外についても理論的・実証的な研究が行われ
ることが期待される．
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